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ger rasch abnehmenden Gauss-Funktion moduliert
ist. Um aus II b ein Modell mit einem hellen Rand zu
erhalten, das dem soeben betrachteten Modell II a
sehr dhnlich ist, muB3 man noch eine Gauss-Funktion
nach Kurve B” mit Ty =T, addieren (Modell IIc).
AufBlerdem ist in Abb. 9 ein Modell IId mit einem
helleren Ring (T,=4 T,) eingetragen. Die Fehler-
abschitzung nach Abb. 2 und 5 fiir die Sonnenmitte
bzw. Abb. 3 und 6a fir randnahe Gebiete zeigt,
dal} der Fehler beim Modell IIb infolge der raschen
Abnahme der Fehler fiir die Gauss-Funktion C durch
den Beitrag der Kurve D allein gegeben ist. Er wird
kleiner als 10% der Mittelpunktsintensitit, wenn
AT |/Tg<0,3 wird, d.h. nach Abb.5 von etwa
N =350 an. Bei den Modellen IIc und IId mit
hellem Rand ist der Fehler hingegen nach Abb. 5
und 6 a durch diesen allein bestimmt. Beim Modell
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ITc wird er fir eine Maximalentfernung N =850
bzw. 950 in der Mitte der Sonne kleiner als 10%
bzw. 5% der Intensitit in der Mitte. Die entsprechen-
den Werte von N sind beim Modell IId etwa 900
bzw. 1000. Bei Modell II¢c stimmen sie mit den
beim Modell Il a erhaltenen praktisch tiberein. Doch
hat der Aufbau der Modelle II ¢ und IId aus Gauss-
Funktionen den Vorteil, daf direkt zu iibersehen ist,
welche der dabei verwendeten Teilfunktionen den
Wert von N bestimmen.

Zusammenfassend ist zu folgern, dal} die bisheri-
gen Messungen mit MicHELsoN-Interferometern nur
ein grobes Bild der Intensitédtsverteilung der Sonne
geben und insbesondere im dm-Wellengebiet zu
wenig Informationen iber ihre genauere Struktur
liefern.

Die Versetzung als elementare Eigenspannungsquelle*

Von Exkenart KrONER

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule
und dem Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart
(Z. Naturforschg. 11 a, 969—985 [1956] ; eingegangen am 7. September 1956)

Es wird die Stellung der Theorie der Eigenspannungen innerhalb der Kontinuumsmechanik des
Festkorpers besprochen (Einleitung und Ziff. 1). Alle Eigenspannungsquellen lassen sich auf eine
elementare Eigenspannungsquelle zuriickfithren, die Versetzung. Dabei hat man dem Begriff der
Versetzung einen allgemeineren Sinn zu geben, als dies gewchnlich in der Kristallphysik geschieht.
Die geometrische Grundgleichung der Kontinuumsmechanik des Festkorpers (Rot €e+a=0) wird in
Ziff. 2 anschaulich abgeleitet (€ = Distorsionstensor, @ = Tensor der Versetzungsdichte). Die punkt-
formigen Gitterfehlstellen lassen sich als infinitesimale Versetzungsschleifen oder (dquivalent) als
Kriftedipole, -Quadrupole usw. mit bestimmter elastischer Polarisierbarkeit beschreiben (Ziff. 3).
Fiir ihre Wechselwirkung mit den elastischen Feldern des Kristalls gelten einfache Formeln (Ziff. 4).

In Ziff. 5 folgen einige Anwendungen.

Unter Eigenspannungen im eigentlichen Sinn ver-
steht man solche Spannungen, denen ein Korper
unterliegen kann, der von keinerlei dufleren Kréaften
(oder Momenten), aber auch sonst von keinen span-
nungserzeugenden duleren Einflissen, wie z. B. Tem-
peraturfeldern, elektrischen und magnetischen Fel-
dern usw., beansprucht wird. Vom Standpunkt der
Kontinuumsmechanik empfiehlt sich eine Untertei-
lung der Eigenspannungen, die davon ausgeht, daf}
es keine in allerkleinsten Bereichen vollig stetige
Verteilung von Eigenspannungsquellen gibt, dafl
man vielmehr gewisse (spdter noch genauer zu de-
finierende) elementare Eigenspannungsquellen an-
zunehmen hat, die mehr oder weniger dicht bei-
einander liegen konnen. Die Eigenspannungsquellen

* Dissertation, Stuttgart 1956.

konnen dann so angeordnet sein, daf} es sinnvoll ist,
tiber sie zu mitteln und sie als eine stetig variable
rdumliche Dichte @ im ganzen Versuchskorper zu
beschreiben. Es ergeben sich dann auch die (mitt-
leren) Spannungen als stetige Ortsfunktion. Die
beim Zerschneideversuch, also makroskopisch fest-
stellbaren Spannungen sind von dieser Art.

Sind andererseits die dicht beieinander liegenden
elementaren Eigenspannungsquellen im Mittel von
entgegengesetztem Vorzeichen, so ergibt sich keine
resultierende Dichte &. Von mittleren Spannungen
kann dann ebenfalls nicht gesprochen werden, viel-
mehr werden hier die Spannungen in Bereichen von
der GroBenordnung des mittleren Abstandes der
Eigenspannungsquellen ihr Vorzeichen umkehren.
Solche Spannungen konnen rontgenographisch, aber
nicht mehr direkt makroskopisch nachgewiesen wer-
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den. Elastizitatstheoretisch hat man in diesem Fall
die Eigenspannungsquellen als Singularitidten zu be-
handeln. Formal geht dies so vor sich, daf} man die
Dichte @ als Distribution im Sinne von ScHwartz !
ansetzt, so dal} die entwickelten Formeln fiir beide
Arten von Eigenspannungen gelten. Wir werden
diese weiterhin kurz als ,,makroskopisch® und ,,mi-
kroskopisch® bezeichnen. Zu den letzteren gehdren
offenbar auch die Spannungen einzelner, weit aus-
einanderliegender Eigenspannungsquellen beliebi-
gen Vorzeichens, aber auch die den makroskopischen
Spannungen iberlagerten Spannungsschwankungen,
die eben davon herriihren, dafl die Quellenverteilung
mikroskopisch unstetig ist.

Die Aufstellung einer Theorie der Eigenspannun-
gen erfordert ein eingehendes Studium der Eigen-
spannungserzeugung. Diese lafit sich, wie wir noch
sehen werden, immer auf irgendwelche plastischen
Vorginge in dem betreffenden Kérper zuriickfiihren.
Das plastische Verhalten unserer Werkstoffe kann
man, wie die Forschung der letzten Jahrzehnte er-
geben hat, nur vom atomistischen bzw. kristallinen
Aufbau der Materie her wirklich verstehen 2. Unser
Versuchskorper wird daher der Kristall, und zwar
der Einkristall sein. Die Ausweitung der Ergebnisse
auf den Vielkristall ist noch im Fluf}, und wir wer-
den uns mit wenigen diesbeziiglichen Bemerkungen
begniigen.

Es sei ausdriicklich bemerkt, dal der fiir uns
wesentliche -Unterschied zwischen einem Kristall und
einem sonst in der Elastizitdtstheorie liblicherweise
betrachteten deformierbaren Medium nicht die An-
isotropie der elastischen Konstanten ist, sondern
seine geometrische Anisotropie, d.h., es gibt an
jedem Punkt des Kristalls ausgezeichnete, prinzipiell
mefbare Richtungen. Im Normalzustand sind die
entsprechenden Richtungen aller Punkte einander
parallel, wiahrend der (elastischen oder plastischen)
Verformung finden dagegen im allgemeinen Drehun-

1 L. Scawartz, Théorie des Distributions, Paris, Hermann

& C'* 1950.

Man vgl. etwa die folgenden zusammenfassenden Darstel-
lungen: A. Seecer, Theorie der Gitterfehlstellen, in Hand-
buch der Physik VII/1, Berlin - Gottingen - Heidelberg;
Springer 1955. — A. H. CorrreL, Dislocations and plastic
flow in crystals, Oxford, Clarendon press 1953. — W.T.
Reap, Dislocations in crystals, New York, London und
Toronto; McGraw Hill 1953. — F. R. N. Nasarro, Adv.
Physics 1, 269 [1952]. — P. Haasex u. G. Lesrriep,
Fortschr. Phys. 2, 73 [1954].

Als einziges Beispiel nennen wir die ferromagnetischen
Kristalle, in denen die spontane Magnetisierung in einer
bevorzugten kristallographischen Richtung liegt, weil dann
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gen der Kristallstruktur statt, denn man stellt hinter-
her rontgenographisch Kriimmungen der Netzebenen
des Kristalls fest. Wie diese Kriimmungen mit den
Eigenspannungen des Kristalls zusammenhingen,
werden die néchsten Ziffern zeigen.

Hier sei nur noch bemerkt, dal solche Kriimmun-
gen, die zusammen mit den Eigenspannungen fiir
den Zustand des Korpers nach der Verformung
charakteristisch sind, auch beim Vielkristall beob-
achtet werden. Sie konnen (und miissen daher) auch
hier (im Gegensatz zu den Orientierungen selbst) als
gemittelte Funktionen des Ortes dargestellt werden.
Diese Bemerkung geniigt, um zu zeigen, dal} unsere

Theorie nicht auf Kristalle beschriankt bleiben wird.

1. Die Theorie der Eigenspannungen als Teil
der Kontinuumsmechanik des Festkorpers

Wir zeigen in dieser Ziffer, wie sich eine Theorie
der Eigenspannungen in die allgemeine Kontinuums-
mechanik des festen Korpers einordnet.

Zur Beschreibung des Zustands eines Kristalls
nach erfolgter Verformung definieren wir zunéchst
in tblicher Weise den Spannungstensor ¢ = (0;;) an
einem Punkt 1 als diejenige Kraft d);, die man an
einer (gedachten oder reellen) infinitesimalen Schnitt-
fliche df; durch 1 anzubringen hat, wenn infolge des
Schnitts keine Verriickungen stattfinden sollen. Wir
werden 6 nicht als symmetrischen Tensor voraus-
setzen, da bei Kristallen durchaus auch duflere Dreh-
momentendichten g = (u;;) denkbar sind, welche
elastische und auch plastische Verformungen her-
vorrufen konnen 3.

Die Bedingungen des statischen Gleichgewichts
der Kontinuumsmechanik des Festkorpers lauten
dann

Dive= —F, 05—0ji=—w;j. (1)
Dabei ist 3§ die rdumliche Dichte der duleren Krifte,
und w;; ist so definiert, daf} der mit u;; dquivalente

die freie Energie des Kristalls besonders niedrig ist. Ein
dulleres Magnetfeld kann diese Magnetisierung in eine
energetisch ungiinstigere Richtung drehen. Eine der ma-
gnetisch bevorzugten Richtungen des Kristalls méchte sich
dann in die neue Magnetisierungsrichtung eindrehen, dem-
nach muB das duBere Magnetfeld Drehmomente auf die
Volumenelemente ausiiben. Mit Hilfe der Formel (19) von
Pracn und Koenrer rechnet man leicht nach, dal eine
Korngrenze von gekreuzten Schraubenversetzungen als
Ganzes senkrecht zu ihrer Ebene nur durch antisymmetri-
sche Spannungen eine Kraft erfihrt, die bei geniigend
starken duBeren Drehmomenten schlieBlich eine plastische
Verformung einleiten kann.
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Vektor u; = € jji #;j/2 ein um die k-Richtung rechts
drehendes Moment beschreibt. Wir nennen die
Gln. (1) auch die ,statischen Grundgleichungen®
der Theorie.

Zur vollstindigen geometrischen Beschreibung des
verformten Kristalls definieren wir den asymmetri-
schen ,,Distorsionstensor” € = (¢;;) durch die fol-
gende MeBvorschrift:

Man zerschneide den Versuchskorper in verspann-
tem Zustand in seine Volumenelemente und bringe
an diesen solche Oberflichenkrafte an, dall keine
Verriickungen stattfinden. Danach nehme man diese

Krifte weg, ohne sonst etwas zu dndern, und messe
die bei der Entspannung auftretenden Deformatio-
nen (Anderung der Kantenlingen und -winkel).

Diese ergeben nach Vorzeichenwechsel den sym-
metrischen Teil €5 des Distorsionstensors € . Sodann
messe man (z. B. rontgenographisch) die Kristall-
orientierung der einzelnen Volumenelemente gegen-
iiber einer Normalorientierung ¢, wonach man die
stattgefundenen Strukturdrehungen der Volumen-
elemente (bis auf eine uninteressante konstante
Drehung) angeben kann, welche den antisymmetri-
schen Teil €2 des Distorsionstensors € bilden. Dabei
sei €* so definiert, daB3 der mit €* dquivalente Vektor

—
B = €t 8% /2 eine Rechtsdrehung um die k-Richtung
beschreibt. Wihrend der ganzen MeBoperationen
diirfen keinerlei Drehungen der Volumenelemente
stattfinden.

Die so definierte elastische Deformation ist natiir-
lich eine ZustandsgroBle, wihrend eine konstante
Drehung des ganzen Kérpers den Zustand nicht én-
dert. Das heiB3t, nicht €* selbst, sondern die ersten
ortlichen Ableitungen von e*, die Kriimmungen der
Netzebenen, sind kennzeichnend fiir den Zustand
des Kristalls 5. Sieht man indessen von der uninter-
essanten konstanten Drehung ab, so kann man sa-
gen, daf} der Distorsionstensor € den Zustand des
Mediums eindeutig beschreibt.

Die geometrische Grundgleichung der Kontinuums-
mechanik des festen Kérpers lautet nun

Rote= —a. (2)

Dabei stellt das asymmetrische Tensorfeld & = (a;;)

die von NYE® zuerst definierte makroskopische Ver-

4 Diese Messung mufl im Fall der Magnetostriktion noch

besonders erldutert werden 24,

5 Man vgl. hierzu die Bemerkung am Schlufl der Einleitung.

6 J.F.Nye, Acta Met. 1, 153 [1953].

7 Dieser Satz gilt nur fiir die makroskopischen Eigenspan-
nungen. Mikroskopische Spannungen miissen dagegen auf-
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setzungsdichte des Korpers dar. Gl. (2) tritt an die
Stelle der bei Eigenspannungen nicht mehr iiberall
giiltigen Kompatibilititsbedingungen von pE Srt. VE-
~aNT® Die Bedeutung von Gl. (2) werden wir bei
ihrer anschaulichen Ableitung in der néchsten Ziffer
erkennen.

Im allgemeinen sind die Deformationen (bzw.
die Eigenspannungen) mit den Strukturdrehun-
gen gekoppelt. Indessen ist es offenbar moglich,
Versetzungen in einem Korper so zu verteilen,
daB € =€ wird; denn nach Gl (2) unterliegt
a allein der Bedingung Div o =0, was besagt, dafl
Versetzungslinien im Innern des Korpers nicht auf-
héren konnen®. In diesem Fall sind (bei § =0,
% =0) im ganzen Korper keine Deformationen, son-
dern nur Drehungen der Struktur erfolgt. Schneidet
man hier ein Volumenelement aus, so behilt dieses
ohne Oberfldchenkréfte seine Form und Lage, da es
nicht deformiert ist. Infolgedessen ist ein derart ver-
formter Kristall spannungsfrei?.

Diesen Betrachtungen ist zu entnehmen, daf} wie
bisher nur der symmetrische Teil von € in die elasti-
sche Materialgleichung eingeht. Das gleiche gilt, wie
demnichst ausfiihrlicher berichtet werden wird 8, fiir
den Spannungstensor, so dal das Hookesche Gesetz
seine urspriingliche Form (Summationskonvention!)

S s
05 = Cijkl €1 (3)
beibehalt. (c;jz;) ist der Hooxesche Elastizitatstensor

4. Stufe des Kristalls mit den Symmetrieeigenschaf-
ten ?

’
Cijkl = Cjikl = Cijik = Cklij - (3)
Die elastische Energiedichte wird dann
1 ~S .S
e=1%0;8;. (4)

Wir wollen nun bis auf weiteres auch zulassen,
daB die Dichten {§, & in Gl (1) und a in GL (2)
flachenhaft, linienhaft oder punktférmig entarten
konnen. Dann ist in den Gln. (1) bis (4) die ganze
(lineare) Kontinuumsmechanik des sich im statio-
ndren Zustand befindlichen Festkorpers enthalten.
Insbesondere kann man leicht zeigen, daf} beim ein-
fach zusammenhidngenden Korper durch Vorgabe
von ¥, und a« der Spannungszustand 6 und Dis-

treten, da @ aus einer Mittelung iiber diskrete Versetzungs-
linien endlicher Stdrke folgt.

8 G. Rieper, in Vorbereitung.

9 Bei elastischer Isotropie ist cijzz=2 u dix dj1+2 dij Okl ,
wo A, u die LamEschen Konstanten sind.
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torsionszustand € (letzterer im obigen Sinne) ein-
deutig bestimmt sind; fiir verschwindendes 3, @, o
wird auch 6 und € Null. Fiir einen Kérper mit homo-
genen elastischen Konstanten gilt ferner der Satz
von CoronnETTI !, welcher in unserer Ausdrucks-
weise besagt, dall der von den Einflissen 3, W, o
herrithrende, durch Integration der Gl. (4) in ib-
licher Weise zu ermittelnde Energieinhalt E (3§, @, )
eines Korpers gleich der Summe der Energien
E(F.1,0) und E(0,0,a) ist. Danach liegt es nahe,
die (stationidre) Kontinuumsmechanik des Festkor-
pers in zwei Teile zu unterteilen, je nachdem, ob die
erfolgte Zustandsidnderung durch duflere Krifte ¥
bzw. Drehmomente @ oder durch Versetzungen o
aufrecht erhalten wird. Den ersten Teil nennen wir
,Elastizititstheorie der #uBeren Krafte und Mo-
mente®, den zweiten ,,Kontinuumstheorie der (sta-
tioniren) Versetzungen“, und wenn wir speziell den
am meisten interessierenden Fall im Auge haben,
dall die Versetzungen in dem Medium ohne jede
Einwirkung von auflen her (z.B. Temperaturfeld,
s.u.) bestindig sind, werden wir auch von der
»Theorie der Eigenspannungen“ reden.

Die hier angegebene Systematik weicht etwas ab
von der vom Verfasser frither gegebenen !, die in-
dessen ihre Berechtigung weitgehend behilt. Wendet
man ndmlich auf Gl. (2) von rechts her die Opera-
tion Rot an, so erhdlt man

VXeX\/=Inke=aX\/=7.

Der symmetrische Teil dieser Tensorgleichung lau-
tet 11

Ink €S =95, (5)

wo 0° = ();:]) der in Anm. ! ausfiihrlich behan-
delte (symmetrische) Inkompatibilitatstensor ist.
Fiir 15 =0 sind die Gln. (5) direkt die Kompati-
bilitatsbedingungen von bE St. VENaNT. Durch die
Kenntnis von ¥, . und %3 sind die Spannungen
und Deformationen eindeutig bestimmt. Dagegen
enthalten die Gln. (5) keine Aussagen iiber die
Strukturdrehungen. Diese gehen bei der Differen-
tiation und nachfolgenden Symmetrisierung von (2)
verloren. Indem wir die Gln. (5) als Grundgleichun-
gen durch die Gln. (2) ersetzen, gewinnen wir in-
dessen nicht nur die Moglichkeit, auch die Drehun-

10 G. Covroxnerts, Acc. linc. Rend. (5) 24/1, 404 [1915].

11 E. Kréoner, Z. angew. Phys. 7, 249 [1955]. Hier wird auch
gezeigt, wie die Temperaturspannungen in die Theorie
einzuordnen sind. Vgl. ferner G. Rieper, Z. Naturforschg.
11a, 171 [1956].
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gen der Kristallstruktur bzw. die Netzebenenkriim-
mungen zu beschreiben, sondern vor allem haben
wir auf der rechten Seite von (2) im Gegensatz zu
(5) direkt diejenige, wie wir noch sehen werden,
anschauliche Grofe stehen, die letzten Endes fiir alle
Eigenspannungen verantwortlich ist. Vom physikali-
schen Gesichtspunkt bedeutet daher die neue Theo-
rie einen weiteren Fortschritt gegeniiber der in 1!
beschriebenen. Die in 1! geschilderten mathemati-
schen Methoden zur Eigenspannungsbestimmung be-
halten dagegen unverdndert ihre Bedeutung.

2. Die geometrische Grundgleichung

Wir wollen jetzt die geometrische Grundgleichung
moglichst anschaulich ableiten, indem wir die Eigen-
spannungserzeugung im Kontinuum studieren.

Es sei f eine beliebig in einem sich im unverform-
ten Normalzustand befindlichen Korper gelegene
ebene Fliache, die durch den (dimensionslosen) Nor-
maleneinheitsvektor 1 = (11;) charakterisiert sei. Wir
wihlen also eine Seite der Flache f willkiirlich als
positiv heraus.

Nun fithren wir ldngs f einen Schnitt und ver-
schieben das auf der positiven Seite von f gelegene
Schnittufer (plastisch) gegeniiber dem ,negativen®
Ufer um den iiberall tangential zur Fldche f liegen-
den infinitesimalen Vektor db. db sei eine Funktion
auf der Flache f, die offenbar aus Griinden der Geo-
metrie tberall da auf dem Rand von f Null werden
muf}, wo dieser nicht auf der Oberfliche des Kor-
pers liegt.

Verschweillen wir nun die beiden Schnittufer, und
nehmen wir die verformenden (aufleren) Krafte
weg, so hinterbleibt ein Eigenspannungszustand, wie
er von WEINGARTEN, VOLTERRA, SOMIGLIANA u. a.!Z
schon zu Beginn des Jahrhunderts untersucht wor-
den ist. Wenn die Relativverschiebung db der beiden
Schnittufer klein genug ist, kann man die Eigen-
spannungen allein mit Hilfe der linearen Elastizitats-
theorie berechnen. Fiir diesen Fall gilt der bekannte
Satz von CoronnerTi '3, wonach der Korper mit
Eigenspannungen dasselbe Volumen einnimmt wie
zuvor in unverformtem Normalzustand. Wir nennen
daher die eben beschriebene Eigenspannungserzeu-

12 ] Weivearten, Acc. linc. Rend., Roma (V) 10, 57 [1901];
V. Vorterra, Ann. ’Ecole norm. sup. III, 24, 400 [1907];
C.J. Somicriaxa, Acc. Linc. Rend., Roma (V) 23, 463
[1914] und 24, 655 [1915].

13 G. CovrosnerTI 119,
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gung im Anschlufl an Nasarro!* ,konservativ® in
bezug auf das Volumen des Korpers.

Weiterhin betrachten wir den Fall, da} der Vek-
tor der Relativverschiebung db der beiden Schnitt-
ufer von f iiberall senkrecht zur Fliche f steht. Wir
fiihren die Operation durch, indem wir entweder in
den durch Aufschneiden entstandenen Schlitz (gleich-
artige) Materie etwa der Form von Abb. 1 einzwin-
gen oder von einem Schnittufer Materie etwa der
gleichen Form abtragen und danach beide Schnitt-
ufer wieder zusammenpressen. Am Schluf} wird alles
verschweillt. Wir betrachten jetzt den urspriinglichen
Korper plus die eingezwéngte bzw. minus die abge-
tragene Materie als einheitlichen verformten Korper.

| Abb. 1. Querschnitt
einer z. B.

::*:, rotationssymmetrischen

| Einzwéngung.

Dieser unterscheidet sich nach dem CoronnNeTTISChen
Satz von dem urspriinglichen, unverformten Korper
um ein Volumen von der Grofle der Einzwangung
bzw. Abtragung. Wir nennen diese Art der Eigen-
spannungserzeugung daher nicht-konservativ.

Von besonderer Bedeutung ist nun der Fall, daf}
die Relativverschiebung db fast iiber die ganze Fla-
che f konstant ist und am Rande der Flache — wo
diese nicht auf der Oberfliche des Korpers endet —
sehr rasch (exponentiell) auf Null abféllt. Dann
kann man die konservative Eigenspannungserzeu-
gung als eine Gleitung der beiden Schnittufer tber-
einander hinweg beschreiben. Solche Gleitungen fin-
den im festen Korper statt, wenn man ihn durch
so starke Krafte auf Schub beansprucht, dafl die
Flieigrenze tiberschritten wird. Die Gleitung erfolgt
jedoch nicht auf der ganzen Fliche f gleichzeitig,
sondern es gleiten nacheinander infinitesimale Be-
reiche df der Flache, da dies energetisch giinstiger
ist. Die Grenzlinie zwischen dem bereits abgeglitte-
nen und noch nicht abgeglittenen Bereich einer Fla-
che f heilt Versetzungslinie, und man beschreibt den
Gleitvorgang heute als das konservative Vordringen
(Gleiten) einer Versetzungslinie.

Bei einer sehr starken hydrostatischen Kompo-
nente der dulleren Beanspruchung und bei geniigend

4 F.R. N. NaBarro, Phil. Mag. 42, 213 [1951].

15 Zum Mechanismus der Bildung von Gitterliicken vgl.
auBler den unter? zitierten Arbeiten auch F. Serrz, Adv.
Phys. 1, 43 [1952].
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hoher Temperatur kann indessen auch die oben be-
schriebene nicht-konservative Eigenspannungserzeu-
gung erfolgen, da in diesem Falle, wie gesehen, das
Volumen des Korpers gedndert wird. Die hierzu
z.B. im Falle der Volumenvergroflerung benotigte
Materie wird der Umgebung der Eigenspannungs-
quelle durch Diffusion von Atomen entzogen (des-
halb hohere Temperatur!), der Korper wird ,,pla-
stisch verdinnt“. Man hat am Ende mehr oder
weniger gleichmiflig verteilte Gitterliicken, die zum
Volumen des verformten Korpers mitgezahlt werden
miissen. Durch die Schaffung solcher Gitterliicken
kann also ein Korper einem allseitigen Zug plastisch
nachgeben 5. Eine der Zahl der Gitterliicken gleiche
Zahl von Atomen findet man am Ende des Vorgangs
als neugebildete (Teil-) Netzebenen in dem Korper
wieder. Diese Netzebenen entsprechen also der
Schlitzmaterie von oben (Abb.1). Das Anwachsen
solch einer Netzebene wird als das nicht-konser-
vative Vordringen (Klettern) einer (Stufen-)Ver-
setzung beschrieben, welche die Grenzlinie der
,Extra“-Netzebene bildet.

Wenn nun die Fldache f, langs derer die Verset-
zung gewandert ist (ihre ,Wanderfliche“), durch
den ganzen Korper hindurchgeht, ist die Versetzung
am Ende nicht mehr in dem Kérper. In diesem Falle
gibt es auch keine Eigenspannungen. Diese treten
vielmehr nur dann auf, wenn die Flache mindestens
teilweise im Innern des Korpers endet. Da aufer-
dem in jedem Fall f nach erfolgter Wanderung ex-
perimentell nicht mehr auffindbar ist, hat man als
Quelle der Eigenspannungen offenbar die Verset-
zung anzusehen. Demnach sind die Eigenspannun-
gen von dem Weg, den die Versetzung zuriickgelegt
hat, prinzipiell unabhéngig. Mallgebend ist vielmehr
allein der Linienverlauf der Versetzung und die
Relativverschiebung db. Der Versetzungslinie ord-
nen wir einen solchen Richtungssinn zu, dal} sie
die positive Richtung n der Fldche f im Rechts-
schraubensinn umléuft 16,

Die plastische Verformung erfolgt nun immer
so, daf} sich am Ende des Vorgangs eine grofle Zahl
von Versetzungen in dem Korper befindet. Uber den
Versetzungszustand des Materials ist man dann voll-
kommen orientiert, wenn man den Verlauf und den
Burcers-Vektor jeder Versetzungslinie angeben

16 Mit der hier beschriebenen Vorzeichenkonvention befinden
wir uns in Ubereinstimmung mit der von J. M. Burckrs,
Proc. K. Ned. Akad. Wet. 42, 293, 378 [1939] und
Seecer 2 beniitzten. In den bisherigen Arbeiten des Ver-
fassers war das Vorzeichen entgegengesetzt festgelegt.
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kann. So detaillierte Kenntnisse kann man sich na-
tirlich bei den riesigen in Betracht kommenden Zah-
len der Versetzungen nicht verschaffen, und man hat
daran auch kein Interesse. Fiir unsere (makroskopi-
sche) Eigenspannungstheorie sind wir zufrieden,
wenn wir an jedem Punkt den Gesamt-Burcers-Vek-
tor 162 (VersetzungsfluB) b aller, eine (geniigend
kleine) beliebig gerichtete Fldache F durchstoflenden
Versetzungslinien kennen. Dies verlangt die Kennt-
nis der Versetzungsdichte &, welche durch die Glei-
chung

0= [[df-a (6)
F

zu definieren ist. Wegen des Vektorcharakters von
bf und df ist @ ein (asymmetrischer) Tensor
2. Stufe, und wir konnen dessen cartesische Kompo-
nenten o;; an einem Punkt v daher als Versetzungs-
linien auffassen, die an dem betr. Punkt in i-Richtung
verlaufen und deren Burcers-Vektor in j-Richtung
zeigt17. Bei i=j hat man Schaubenversetzungen,
sonst Stufenversetzungen.

Abb. 2 zeigt einen Korper, in den eine kleine
Zahl von Versetzungen hineingelaufen ist. Die Spu-
ren ihrer Wanderflachen f in der Papierebene sind
durchgezogen gezeichnet, wenn die am Ende jeder
Schnittflache sitzende Versetzung die Fldche F durch-
stofft, andernfalls gestrichelt. Die F durchstoflenden
Versetzungen sollen einen solchen Richtungssinn er-
halten, dafl ihre Wanderflachen f von der willkiir-
lich orientierten Randlinie ! von F in ihrer posi-
tiven Richtung durchsetzt werden.

Abb. 2.

Den Gesamt-Burcers-Vektor b¥ der F durchsto-
Benden Versetzungen erhilt man dann *, wenn man
lings N einmal herumgeht und an jeder Schnitt-
fliche die Relativverschiebung des auf der positiven
Seite von N gelegenen Schnittufers gegeniiber dem-
jenigen auf der negativen Seite addiert. Hierbei
durchschreitet man die gestrichelten Schnittfldchen
je zweimal in entgegengesetztem Sinne, so dal} keine
von diesen etwas beitrigt.
16a Zur Definition des Burcers-Vektors s. nichsten Absatz.
17 Qrientiert man auch noch die Fliche F senkrecht zur

i-Richtung, so bedeutet dies nach Gl. (6), daf} die Verset-

zungslinien das Flachenelement df senkrecht durchstof3en.
Es ist damit natiirlich nicht gesagt, daf} die realen Verset-
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Wir nehmen nun als erstes an, daf alle an der
plastischen Verformung beteiligten Versetzungen am
Ende des Vorgangs entweder aus dem Korper aus-
getreten sind oder sich gegenseitig annihiliert haben.
Im Sinne einer makroskopischen Eigenspannungs-
theorie gelten dabei zwei Versetzungen entgegen-
gesetzten Vorzeichens schon dann als annihiliert,
wenn sie sich so nahe gekommen sind, daB sich die
weitreichenden Anteile ihrer Spannungsfelder auf-
heben. In diesem Fall ist @=0, und die Summation
iiber die Verschiebungsspriinge ergibt, wenn die

Wanderflichen dicht liegen,
6= $db=Pdr-Gradb=0;
® R

dann existiert ein stetiges Vektorfeld b, das offen-
bar die ,plastische Verschiebung“ der einzelnen
Punkte des Mediums mift.

Wir definieren nun als ,,plastische oder ,ein-
geprigte Distorsion eines Volumenelements die-
jenige (spannungsfreie) Distorsion, welche das
Element zeigt, wenn es von einer homogenen Schar
von Versetzungen durchwandert und bei der damit
verbundenen Verformung nicht durch die Nachbar-
elemente gehindert wurde. Den Tensor der plasti-
schen Distorsion nennen wir € = (SE) Seine Dia-
gonalkomponenten sind plastische (spannungsfreie)
Dehnungen (Abb. 3a), die iibrigen Komponenten
plastische (spannungsfreie) Scherungen (Gleitun-
gen, Abb. 3b), wobei der erste Index von 65 die

2 JR——\
N
Y 42 \%
N
4z
\ I
I Y/l
i & 1| dbl 4,
T i,y J_
a X
= ;4
Abb. 3. Distorsion eines Volumelementes AV=Az Ay Az

nach Durchwanderung einer homogenen Versetzungsschar.
Die Kristallorientierung bleibt erhalten.

a) Die Liicken sind mit Materie ausgefiillt zu denken, die

durch Diffusion aus der Umgebung herbeigeholt wird. Die

plastische Dehnung ist s}l’y:dby/dy.
b) Der Scherwinkel ist E;)I:dbz/dy.

zungslinien dies wirklich tun. Bei unserer makroskopischen
Betrachtungsweise brauchen wir indessen hierauf nicht zu
achten.

* per definitionem.
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Gleitebene charakterisiert, der zweite die Gleitrich-
tung. Die Kristallorientierung bleibt bei der pla-
stischen Distorsion des Volumenelements erhalten.

Da nun in unserem Beispiel F, @, & Null sind, gibt
es nach der Versetzungswanderung im einfach zu-
sammenhingenden Korper auch keine Spannungen
(Ziff. 1) 18, Das kommt daher, daB sich in diesem
Fall, wie wir gleich noch sehen werden!?, die ein-
zelnen Volumenelemente bei der plastischen Ver-
formung nicht behindern. Demnach bleibt auch die
Kristallorientierung iiberall erhalten, Kriimmungen
der Netzebenen treten nicht auf. Das heiBt aber, es
andert sich bei dieser Art plastischer Verformung
nicht der Zustand des Mediums, sondern nur seine
Form. Der zugehorige plastische Distorsionstensor
ist €® = Grad b = (db;/dz;) (Abb. 3).

Dies alles wird anders, wenn wir nun annehmen,
dall wihrend der Verformung die Versetzungen im
Medium mit einer Dichte o stecken bleiben. Wir
wollen, wie oben, den zugehérigen Versetzungsflufl
bF durch eine Fliche F messen. Dieser ist natiirlich
davon unabhingig, wie sich innerhalb der Flache F
die einzelnen Versetzungen verteilen, ferner, wie wir
oben gesehen haben, auf welchem Wege sie an ihren
Platz hingekommen sind. In Abb. 4 a ist daher an-
genommen, dal} eine grofle Zahl von Versetzungen
auf geradem Wege von oben links herangewandert
und dann in konstanter Dichte lings der zu F senk-
rechten Fliachen, deren Spuren wir gezeichnet haben,
stehen geblieben sind. Die Wanderflidchen der Ver-
setzungen sind in Abb. 4 nicht gezeichnet.

Abb. 4b zeigt die plastischen Distorsionen der Vo-
lumenelemente AV = Ax Ay Az unter der Annahme,
daB diese vor der Versetzungswanderung auseinan-
dergeschnitten waren (sich daher bei ihrer plasti-
schen Verformung gegenseitig nicht behinderten),
und daB der Burcers-Vektor aller Versetzungen die
y-Richtung hatte. Wir sehen, dafl die Volumen-
elemente durch die plastische Distorsion ihren Zu-
sammenhang verloren haben, und zwar immer dort,
wie man sich leicht klar macht, wo Versetzungen ste-
hen geblieben sind. Dadurch ist das Vektorfeld b
unstetig geworden, und man kann die plastische
Distorsion nicht mehr im ganzen Korper durch
Grad b beschreiben. Wohl kann man dies aber noch

im einzelnen Volumenelement, so dafl man auch im

18 Fiir den mehrfach zusammenhéngenden Korper gilt dies
nicht, wie das Beispiel der Vorrerraschen Distorsionen am
Hohlzylinder zeigt. Indessen kann man diesen scheinbaren
Ausnahmefall leicht durch die Bemerkung erledigen, daf}
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Abb. 4. Fliche F von Abb. 2. Schnittzeichnung. Alle Verset-
zungen mogen in z-Richtung verlaufen und ihr Burcers-Vektor
in y-Richtung zeigen.
a) Die Versetzungen sind lings der Ebenen, deren Spuren
gezeichnet sind, stecken geblieben. Die von der Versetzungs-
wanderung hervorgerufene Distorsion ist nicht gezeichnet.
Schraffiert: Ein Volumenelement AV =4z Ay Az.

b) Es ist angenommen, dal die Volumenelemente vor der

Versetzungswanderung auseinander geschnitten waren. Dann

haben sie den Zusammenhang verloren, weil die oberen Ele-

mente von mehr Versetzungen durchwandert und demnach

starker geschert wurden als die unteren, wihrend aus dem-

selben Grunde die linken Volumenelemente stirker gedehnt
wurden als die rechten.

Fall & + 0 im Randintegral db durch dr - &' ersetzen
darf. Man erhilt so

6= [[df-a—Par-er (7)
F R

und mit dem Stoxesschen Satz, da €" natiirlich stetig
variiert,

[/ df -(Rot €? —a) = 0. (8)

F
Da dies fiir beliebige Flichen F gelten mulf}, ist
RoteP =a. 9)

Diese Gleichung ist die Antwort der Geometrie
auf das von der Physik gestellte Ansinnen, die pla-
stische Verformung nicht durch starre Relativver-
schiebung ganzer Fldchen, sondern (energetisch
giinstiger) immer nur kleinster Flichenstiicke nach-
einander, d. h. durch Versetzungswanderung erfol-
gen zu lassen: Der erste Index von &, gibt die Nor-
malenrichtung der Wanderflachen an, der erste Index
von a;; die Richtung der Versetzungslinien. Ande-

hier z. B. in den Hohlrohren fiktive Versetzungen anzuneh-
men und als Ursache der Spannungen anzusehen sind.
19 Man vgl. die zu Abb. 4 gemachten Bemerkungen.
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rerseits ist jede Randlinie einer Fldche gewisser-
maflen deren Wirbellinie ?°. Demnach besagt Gl. (9)
fiir eine einzelne Versetzungslinie, dall diese die
Randlinie ihrer Wanderflache ist, ferner, dall die
Anderung der Relativverschiebung am Rande der
Wanderflache gleich dem Burcers-Vektor der Ver-
setzung ist.

Bei der wirklichen plastischen Verformung wer-
den die Volumenelemente vor der Versetzungswan-
derung natiirlich nicht auseinander geschnitten und
bleiben daher im Gegensatz zu Abb. 4b zusammen-
hingend. Dies ist nur so denkbar, daf} bei der pla-
stischen Distorsion zugleich elastische Distorsionen
erzwungen werden, die fir das Kompaktbleiben des
Korpers sorgen. Der zugehorige elastische Distor-
sionstensor € enthilt in seinem symmetrischen Teil
spannungserzeugende Deformationen, sein antisym-
metrischer Teil stellt starre Drehungen der Volumen-
elemente dar, bei denen offenbar zugleich die Kri-
stallstruktur mitgedreht wird. Demnach ist € mit
dem in Ziff. 2 definierten Distorsionstensor iden-
tisch .

Insgesamt erfahren somit die Volumenelemente
eine Distorsion €+€?, und da der Korper am An-
fang und Ende kompakt ist, mul}

Rot(e+€f) =0 (10)

sein. Diese Gleichung besagt ja gerade, dal das Ten-
sorfeld der Gesamtdistorsionen €+ € aus einem
Vektorfeld der (Gesamt-)Verschiebungen (3 + 8F)
durch Gradientenbildung abzuleiten ist; d.h. man
kann jedem Punkt eine zusammengesetzt plastisch-
elastische Verschiebung zuordnen, und das Vektor-
feld der Verschiebungen ist stetig im ganzen Kor-
per. Dies ist bekanntlich die Bedingung dafiir, daf
nach der gesamten Verformung der Kérper noch

20 Dijeser aus der Differentialgeometrie bekannte Satz ist
auch anschaulich gut zu verstehen: Am Rand der Fliche
springt der Normalenvektor der Flidche auf Null. Infolge-
dessen muf} er dort eine (lings der Randlinie verlaufende)
Wirbellinie haben.

21 Die Bezeichnung ,elastisch“ trifft genau genommen nur
auf die Deformationen zu. Es ist aber bequem, den ganzen
Distorsionstensor €im Gegensatz zu €P als elastisch zu be-
zeichnen.

22 Gl. (2) wurde zuerst von Biusy, BuLLoucr und Smita und
von Kroner angegeben. Man vgl. hierzu die Arbeiten:
B. A.Busy, Rep. Conf. in Cryst. Solids, Bristol 1955,
S.124; B. A.Busy, R. Burroven u. E. Swmira, Proc. Roy.
Soc., Lond. A 231, 263 [1955]; E. Kroxer, Z. Phys. 142,
463 [1955]; E.Kroxer u. G. Rieper, Z. Phys. 145, 424
[1956]. An der oben gegebenen Ableitung hat Herr Rieper
wesentlichen Anteil.

E. KRONER

kompakt ist. Im Falle & =0 wird &P mit b identisch
und $=0.

Aus Gln. (9) und (10) folgt sofort die geome-
trische Grundgleichung (2) *, welche (von der ge-
nannten uninteressanten starren Drehung abgese-
hen) nur noch ZustandsgroBen enthilt, im Gegen-
satz zu Gl. (9), in der €” keine ZustandsgroBe ist,
da sie einen Anteil Grad 3" enthilt, der zwar die
Form, nicht aber den Zustand des Kérpers éndert.
DaB} sich hier eine ganz natiirliche Einteilung der
gesamten Distorsion in eine zustandsindernde und
eine den Zustand nicht dndernde ergeben hat, ist
sicher ein wichtiges Ergebnis unserer Theorie. Es
zwingt uns dazu, Informationen dariiber zu sam-
meln, ein wie grofler Teil der gesamten Distorsion
ohne Zustandsidnderung erfolgt. Nach den bisheri-
gen Forschungen? ist dieser Anteil in vielen Fillen
sicher ziemlich grof} 3.

Fir unsere weiteren Untersuchungen benétigten
wir noch die Gleichung fiir die Grenzflache zwischen
zwei verschiedenen Medien I und II (oder auch zwi-
schen zwei Teilen I und II desselben Mediums).
Diese Gleichung ist natiirlich eine Folge von Gl. (2)
oder (9). Sie 1aBt sich genau wie diese in elastischen
oder plastischen Distorsionen schreiben. Wir fithren
nur die letztere Form an. Ist 11 der Normaleinheits-
vektor der Grenzflache in Richtung von I auf II,
B= (i) die (tensorielle) Fldchendichte der Ver-

setzungen, so gilt?

IIXGPII—TIXGPIH= —B. (11)

In dem uns am meisten interessierenden Fall, wo
diese Gleichung zur Anwendung kommt, hat €” in I
und II die Form Grad $", dann wird %

B=uXV@&"-8%r")= -nX Vb,

23 In Wirklichkeit wird der Zustand des Mediums auch durch
eine (makroskopische) plastische Distorsion Grad sP ge-
dndert, da nur ein Teil dieser Distorsion so erfolgt, dal
sich Versetzungen entgegengesetzten Vorzeichens auch
mikroskopisch annihilieren. Die nur makroskopisch anni-
hilierten Versetzungen bleiben indessen im Material und
wirken so z. B. als Hindernisse fiir die weitere plastische
Verformung. Sie tragen damit wesentlich zur Verfestigung
des Materials bei und miissen bei einer vollstindigen Be-
schreibung des Zustands irgendwie mit angefiihrt werden.

24 Man vgl. den in Kiirze erscheinenden Bericht: , Konti-

nuumstheorie der Versetzungen® in der Reihe ,Berichte

iiber angewandte Mathematik* (Springer-Verlag, Berlin-

Gittingen-Heidelberg), wo Verf. iiber den heutigen Stand

der Theorie einschlieBlich der mathematischen Methoden

zur Losung der anfallenden Probleme, sowie iiber Anwen-
dungen berichten wird.

Diese Gleichung gilt auch bei allgemeinerem €P, worauf

wir hier aber nicht eingehen wollen. Man vgl. Anm. 2%,

(12)

o
3
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wenn wir den Verschiebungssprung in der Grenz-
fliche &;"—&® sinngemdB mit 0 bezeichnen.
Gl (12) gibt an, daB und in welcher Anordnung
Versetzungen in einer Flache liegen miissen, die
einen nicht konstanten Verschiebungssprung b auf-
weist.

3. Verschiebungsdipol und Kriftedipol als Kenn-
groBen der punktformigen Gitterfehlstellen

Wir haben in der letzten Ziffer die Erzeugung von
Eigenspannungen durch Aufschneiden und plastische
Relativverschiebung als Bildung und Wanderung
von Versetzungslinien beschrieben. Insbesondere
konnte die Einzwédngung dinner Materieschichten
auf diese Weise behandelt werden?>*. Mit Hilfe von
drei zueinander senkrechten, dicht liegenden Scharen
von Wanderflichen kann man so jede beliebige pla-
stische Distorsion € und damit auch beliebige
Eigenspannungen erzeugen. Die elementare Opera-
tion, auf die jede Eigenspannungserzeugung zuriick-
gefiihrt werden kann, ist somit die Bildung einer
infinitesimalen Versetzungsschleife (als Randlinie
des Flichenelements df, Ziff. 2), Fraxk und Reap?
haben gezeigt, dal} sich bei Schubbeanspruchung in
einem Kristall relativ leicht (makroskopisch) infini-
tesimale Versetzungsschleifen konservativ bilden
konnen. Es spielen jedoch auch Einzwéngungen von
Materie im Kristall eine bedeutende Rolle. Als ele-
mentare Einzwidngung sind vor allem Atome auf
Zwischengitterplitzen und Fremdatome mit einem
erhohten (oder erniedrigten) Raumbedarf auf regu-
laren Gitterpldtzen zu nennen. Wir wollen in dieser
Ziff. eine passende mathematische Beschreibung die-
ser punktférmigen Gitterfehler geben und in der
nédchsten Ziff., von der Vorstellung einer solchen
Fehlstelle als infinitesimale Versetzungsschleife aus-
gehend, die wichtigsten Formeln fiir die Wechsel-
wirkung einer Fehlstelle mit den elastischen Feldern
des Kristalls aufstellen.

Denken wir uns noch einmal das Materiestiick der
Abb. 1 in einem Schlitz lings einer Flache f ein-

25a QOffenbar hat man auch Gebiete hoherer Temperatur in-
nerhalb einer kiihleren Umgebung als Einzwidngung an-
zusehen und kann zur Beschreibung des elastischen Zu-
stands dieselben Wege gehen wie bei den eigentlichen
Eigenspannungen. €P ist dann diejenige (symmetrische)
Distorsion, die das Volumenelement durch die betr. Tem-
peraturerhohung spannungsfrei erleidet, wenn es bei der
Ausdehnung nicht von seinen Nachbarn gestort wird. Ahn-
liches gilt fiir die Magnetostriktion (Rieper 7).
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gezwingt. Der Vektor b, der die dadurch hervor-
gerufene eingeprigte Relativverschiebung  der
Schnittufer von f beschreibt, mége wieder — von
einem sehr schmalen Randstreifen abgesehen —
tiber f konstant sein, jedoch diesmal von endlichem
Betrag |b|. Dann wird die Einzwingung durch An-
gabe des eingezwingten Materials und durch das
Produkt f11; b; vollkommen gekennzeichnet. Wir las-
sen nun f immer kleiner, dabei gleichzeitig |0 |
immer gréfer werden, so daf das Produkt f| b | end-
lich bleibt und f1; b; gegen den Wert Q;; strebt. Bei
der oben betrachteten, nicht konservativ gebildeten
Versetzungsschleife ist {=j;. Indessen sieht man
leicht, dall man die konservativ gebildete Schleife
(i+]) genauso darstellen kann. Danach ist offen-
bar Q;; als (dyadisches) Produkt zweier Vektorkom-
ponenten die Komponente eines (asymmetrischen)
Tensors 2. Stufe Q =(Q;;). Wir nennen ihn den
»» Verschiebungsdipol“ 26,

In diesem Verschiebungsdipol sind also (an der
gleichen Stelle im Korper) nicht konservativ und
konservativ gebildete Versetzungsschleifen als dia-
gonale bzw. nicht diagonale Komponenten eines
Tensors zusammengefallit. Die Tatsache, dall man
eine infinitesimale Versetzungsschleife auch als Ver-
schiebungsdipol beschreiben kann, ist schon linger
bekannt 26 und entspricht dem aus der Theorie der
elektrischen Strome bekannten Sachverhalt, nach
dem eine infinitesimale Stromschleife (AmPEREscher
Kreisstrom) mit einem magnetischen Dipol dquiva-
lent ist. Wenn wir in unserer Uberschrift nicht den
Verschiebungsdipol, sondern die Versetzung als ele-
mentare Eigenspannungsquelle bezeichnet haben, so
geschieht dies in demselben Sinn, wie in der Max-
weLLschen (stationdren) Theorie der elektrische
Strom als Ursprung des Magnetfeldes angesehen
wird; dieser kommt in den MaxwerLschen Gleichun-
gen vor, nicht aber der magnetische Dipol. In den
Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik haben

wir gleichermallen die Versetzung stehen, nicht aber
den Verschiebungsdipol 26°.

26 Diese Bezeichnung wird u. a. dadurch gerechtfertigt, da3
das von dem Verschiebungsdipol hervorgerufene Verschie-
bungsfeld nach Gl. (14) im Unendlichen wie 1/r? ver-
schwindet.

26a Vgl. F. R. N. Nasarro, Phil. Mag. 42, 1224 [1951].

26b Genau genommen hat man die Versetzung nicht als Eigen-
spannungsquelle, sondern nach Gl. (2) als ,Distorsions-
wirbel zu bezeichnen. Die Uberschrift dieser Arbeit be-
deutet eine gewisse, nicht ganz unproblematische Konzes-
sion gegeniiber der gelaufigen Bezeichnung ,Eigenspan-
nungen®. Man vgl. Anm. 4,
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Liegen lings einer — nun wieder ausgedehn-
ten — Fldche f viele solcher Elementardipole nah
beieinander, so ist es oft sinnvoll, iiber diese zu mit-
teln und sie als eine Dichte von infinitesimalen Di-
polen zu beschreiben. Der einzelne infinitesimale
Dipol wird dann durch n;b;df gekennzeichnet, wo
|b| jetzt endlich ist. Die Flichendichte der Dipole
ist dabei n; b]‘ 5

Wir vergleichen diese Ausdriicke mit einer wohl
von FrepnoLm und GeBBia2? stammenden Formel,
welche das elastische Verschiebungsfeld angibt, das
von einer flachenhaften Verschiebungsdipolbelegung
im Innern eines unendlich ausgedehnt gedachten
Mediums hervorgerufen wird. Nach Burcers (1. c.16)
ist dies bei konstantem b; zugleich das von einer
lings der Randlinie der Dipolfliche verlaufenden
Versetzungslinie mit Burcers-Vektor b herrithrende
Verschiebungsfeld. Die genannte Formel lautet:

B (1) = — [ [df WB; e Vi Sim (|11, (13)
t

Das Verschiebungsfeld eines einzelnen Dipols ist

demnach

(1) = — Qi (¥) cijm Vi Sm(|r—1"]).

Dabei ist S=(S;,) das sog. Fundamentalintegral
der elastischen Differentialgleichungen fiir die Ver-
schiebungen, definiert dadurch, daf} in dem unend-
lich ausgedehnt gedachten Medium

2i(r) =P; () Si(|r—1"))

das von einer im Punkte 1" wirkenden Einzelkraft
P = (B;) herriihrende Verschiebungsfeld sein soll 28,
S geniigt der Differentialgleichung

Cjikl VL Vk Sim (r) = o (0) 6im s

wo 0(0) die (dreidimensionale) Diracsche Delta-
funktion ist. Bildet man in bekannter Weise? aus
zwei Kriften entgegengesetzter Richtung einen
Kraftedipol P;;=;[3; (man lafit 2; gegen 0 und %;
gegen ~ gehen), so wird dessen Verschiebungsfeld
durch

(14)

(15)

(16)

&(r) =Pj(v) Vi Ski(lt—1")) (17)

gegeben. Die Diagonalkomponenten des asymmetri-
schen Tensors P=(P;) sind ,Doppelkréifte ohne

27 1. FreonoLm, Acta math. Stockh. 23, 1 [1900] ; M. Gessia,
Ann. math. III. 7, 141, [1902]; vgl. auch Sercer2. —

28 Wegen des Tensors S bei elastischer Anisotropie vgl. z. B.
E. Kroxer, Z. Phys. 136, 402 [1953].
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Moment“, die iibrigen Komponenten »Doppelkrafte
mit Moment“ um die zu i und j senkrechte Achse 2.

Aus den Gln. (14) und (17) ist folgendes zu
entnehmen:

1. Ist Q;; ein antisymmetrischer Tensor, so er-
geben sich wegen der Symmetrie von c;j; [Gl. (3')]
keine elastischen Verschiebungen, also auch keine
Spannungen. Als Beispiel fir das Vorkommen sol-
cher ,,Drehzentren® wire z. B. ein sehr kleiner Be-
reich in einem Kristall zu nennen, der gegen seine
Umgebung gedreht und durch eine Feinkorngrenze
abgegrenzt ist. In solch einem Fall beobachtet man
makroskopisch keine Spannungen. Mikroskopisch
treten Spannungen deshalb auf, weil die die Korn-
grenze aufbauenden Versetzungen endliche Stirke
haben 3. Nach dem Vorangegangenen hat man Q;;
offenbar als singuldre (plastische) Distorsion zg-
bzw. ¢, als eine rdumliche Dipoldichte aufzufassen
(beachte auch die Dimensionen!). Im Falle reiner
Antisymmetrie ist nach Ziff. 2 ¢j; gleich —e¢;;. Die
Spannungsfreiheit der rein antisymmetrischen Dis-
torsion hatten wir schon in Ziff. 1 hervorgehoben.

2. Bei rein antisymmetrischem Kraftedipol hat
man nur Doppelkréfte mit Moment. Solch ein Dipol
ist nichts weiter als ein von aullen wirkendes (sin-
guldres) Drehmoment. Auf einen kleinen ferro-
magnetischen Einschluf} in einem sonst nicht ferro-
magnetischen Kristall kann solch ein makroskopisch
singuldres Drehmoment durch ein Magnetfeld in der
in Ziff. 1 beschriebenen Weise ausgeiibt werden.

3. Fir den wichtigsten Fall, ndmlich den sym-
metrischen Verschiebungsdipol st] gibt der Ver-
gleich von Gl. (14) mit (17) (bei Homogenitat der
elastischen Konstanten auch in der unmittelbaren
Umgebung des Dipols s. u.)

S S
Py = —ciji Qu»

d.h. jeder symmetrische Verschiebungsdipol Q,S7 wirkt
elastisch so, als sei an der betreffenden Stelle ein

(18)

symmetrischer Kraftedipol P?j eingepragt. Natiirlich
kann man die symmetrischen Tensoren QS und P®
auf Hauptachsen transformieren, was nach obigem
bedeutet, daB sie rein nicht-konservativ gebildet wer-
den konnen, wihrend der antisymmetrische Dipol
Q3 konservativ gebildet wird. Hierauf beruht es,

20 Sjehe z.B. A.E.H.Love, The Math. Theory of Elast.
Cambridge, University Press 1952, deutsch von A. Trvre,
Berlin, Teubner 1907.

30 DaB Korngrenzen mit flichenhaften Versetzungsanordnun-
gen identisch sind, beruht letzten Endes auf Gl. (12).
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daB8 alle elementaren Einzwingungen weitgehend
durch @5 und PS5 beschrieben werden konnen. Da
man die Nicht-Diagonalkomponenten von PS weg-
transformieren kann, iibt der symmetrische Krifte-
dipol kein Drehmoment aus.

Wir wollen nun sehen, wie der symmetrische Ver-
schiebungs- und Kréftedipol im Kristall zu verstehen
sind. Betrachten wir z. B. das eingezwédngte Atom
der Abb. 5a. Es verursacht eine (eingeprigte) Re-
lativverschiebung des oberen und unteren Nachbar-
atoms, deren Betrag gleich d* — (a — d) ist. (Bezeich-
nungen s. Abb. 5. Auch die iibrigen Atome erleiden
eine Verschiebung, die aber nicht eingepragt ist,

Abb. 5. a) Zwischengitteratom im kubisch raumzentrierten
Kristall, zugleich Modell fiir Kohlenstoffatom im Eisengitter.
Der Ubersichtlichkeit halber sind nur die Atome der vorderen

(001)-Ebene in ihrer ganzen Grofle gezeichnet. Fiir d=a]/§/2
beriihrt jedes Atom seine 8 néchsten Nachbarn.

b) Dasselbe nach Platzwechsel des Zwischengitteratoms.

sondern nur die elastische Reaktion darstellt.) Die
Schnittfliche f von frither ist in diesem Fall senk-
recht zur y-Achse und der GroBle nach zwischen a?
und 7 d2/4. Man sieht, daf} der Verschiebungsdipol
aus der groben Vorstellung von Atomen mit einem
bestimmten Atomdurchmesser heraus nur ziemlich
unsicher angegeben werden kann. Falls d*>a—d
ist, erhélt man einen Verschiebungsdipol mit der
einzigen Komponente Q,, ~ d? d?. Hieraus folgt mit
Hilfe von Gl. (18) der zugehorige Kraftedipol wie-
derum bestenfalls mit grober Naherung, da Gl. (18)
nur gilt, wenn man Einzwéngung und Umgebung
die gleichen elastischen Konstanten zuordnen kann.
Es ist ja schon anschaulich klar, daf} z. B. eine sehr
harte Einzwingung bei gleichem Verschiebungs-
_dipolmoment einen wesentlich starkeren Kraftedipol
darstellt als eine sehr weiche.

Weiterhin untersuchen wir den Fall, daB in einem
dichtest gepackten Gitter eines der reguldren Atome
(Durchmesser d) durch ein mehr Raum beanspru-

31 Vgl. den letzten Absatz dieser Ziffer und Ziffer 4.
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chendes Fremdatom (Durchmesser d¥) ersetzt wor-
den ist. Man betrachtet zweckmifig das Fremdatom
als eingezwingte Kugel, der Verschiebungssprung
in der Grenzfliche ist b= (d — d¥) 1, der Verschie-

bungsdipol berechnet sich zu
Q= [ [mi(d—d¥) n;df= 5 d(d—d) 8.

Falls das Fremdatom die gleichen elastischen Kon-
stanten wie die Umgebung hat, kénnen wir mit
Gl. (18) den zugehérigen Kriftedipol bestimmen.
Man beachte, dal dann nur im Fall des kubischen
Gitters auch P,,=P,,=P,, ist, d. h., hier kommt es
bei der Bestimmung des Kraftedipols nur auf den
Kompressionsmodul, nicht auf die Schubmoduln an.
Im hexagonalen Kristall kann somit ein Fremdatom
nicht als ,Dilatationszentrum® — P;2? beschrieben
werden.

Im allgemeinen ist nicht allein Q;; nur unsicher
bekannt, sondern es ist auch die Homogenitdt der
elastischen Konstanten an der betreffenden Stelle
so stark gestort, da} Gl. (18) zusammenbricht. Den
richtigen Kriftedipol kann man dann auf theoreti-
schem Wege in giinstigen Fallen durch Losung eines
elastischen Randwertproblems 3!, sonst nur mit Hilfe
elektronentheoretischer Rechnungen bekommen, in-
dem man das Gebiet (I) um die betreffende Eigen-
spannungsquelle herum, in welchem die elastischen
Verzerrungen nicht dem Hookeschen Gesetz (mit
den in groBem Abstand gemessenen Elastizitits-
moduln) gehorchen, elektronentheoretisch behandelt,
das iibrige Medium (II) aber elastizitatstheoretisch,
wobei dann an der Grenzfliche zwischen I und II
die maBgebenden AnschluBbedingungen erfiillt wer-
den miissen. :

Genau wie im analogen elektrischen Fall wird
eine ,,punktformige“ Gitterfehlstelle im allzemeinen
durch Angabe ihres Kriftedipols (elastisch) nur un-
vollkommen beschrieben. Vor allem bei stiarkerer
Asymmetrie mufl man ihren Quadrupolcharakter
usw. beriicksichtigen; ferner ist in vielen Fillen die
wohl zuerst von Esnersy®? in diesem Zusammen-
hang untersuchte ,.elastische Polarisierbarkeit® eines
Gitterfehlers im elastischen Feld wichtig (s. Ziff. 4).
Erst diese Kenngroflen zusammen bestimmen die
elastische Wechselwirkung des Gitterfehlers mit den
elastischen Feldern des Kristalls. Wegen deren ero-
Ber Bedeutung fiir viele Vorgénge im festen Kérper

32 J. D. EsneLBy, Phil. Trans. Roy. Soc., Lond. 244,87 [1951]
und Acta Met. 3, 487 [1955].
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wire es daher wiinschenswert, die genannten Kenn-
groflen fir moglichst viele Materialien zu kennen.

Es existieren nun zwar prinzipiell experimentelle
Methoden, die geniigend Informationen iiber den
Dipolcharakter z. B. einer Sorte von Fremdatomen
in einem sonst reinen Kristall zu geben vermogen,
doch sind kaum bisher Rechnungen gemacht worden,
mit Hilfe derer man aus den betreffenden Mef3daten
auch wirklich den Kraftedipol ausrechnen kann. Eine
der wenigen Rechnungen ist diejenige von EsHELBY 33,
welche jedoch zunidchst auf den Sonderfall beschrankt
ist, dal} die Gitterfehler (einer Sorte) als Dilatations-
zentren — P;; wirken, und dal} solche Zentren sta-
tistisch im ganzen Kristall verteilt sind. Man kann
dann die den Fehlstellen zuzuschreibende rontgeno-
graphisch meBbare Anderung der Gitterkonstanten
auf der Grundlage von Gl. (17) berechnen. Weitere
Methoden — zumindest fiir spezielle Falle — lassen
sich auf Grund der Wechselwirkung der Gitterfehler
mit von auflen her angelegten oder von anderen
Fehlern herrithrenden elastischen Feldern angeben.
Die fiir diese Falle geltenden Formeln wollen wir
in der nachsten Ziffer ableiten.

Zum Schluf} dieser Ziffer bemerken wir noch kurz,
dal} es fir makroskopische Betrachtungen oft vor-
teilhaft ist, auch Einzwingungen, die aus vielen
Atomen bestehen, als Dipol, Quadrupol usw. zu
kennzeichnen. Die Einzwidngung beschreibt man
mikroskopisch durch den Verschiebungssprung b (1)
und 1;b; ist die zugehorige Dichte der Verschie-
bungsdipole der Grenzflaiche. Der makroskopisch
singuldre Verschiebungsdipol folgt hieraus sofort zu

1;b;df. Im allgemeinen kann man hier fiir den
Einschlufl definierte elastische Konstanten angeben,
so daB sich der dem Verschiebungsdipol zugeordnete
Kréftedipol durch Losung eines elastischen Rand-
wertproblems bestimmen 1aft (Ziff. 4). Man kann
dann auf die meist komplizierten elektronentheore-
tischen Rechnungen verzichten.

4. Die Wirkung elastischer Felder auf punkt-
formige Gitterfehlstellen

Wir berechnen zunichst die Kraft, die von einem
elastischen Feld auf eine infinitesimale Versetzungs-
schleife mit dem BurcEers-Vektor b = (b;) ausgeiibt
wird, indem wir die Peacu-Koenrersche Formel 3*

33 J.D. Esuersy, J. Appl. Phys. 25, 255 [1954].
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fir die Kraft auf ein Linienelement d[ einer Ver-
setzungslinie

dR =dlXe-b = (€, dl; b, 05) (19)

anwenden. In dieser Formel ist 6 die durch Auf-
schneiden am Orte des Versetzungselements zu mes-
sende Spannung, die insbesondere beim Vorhanden-
sein von Grenzflachen die Riickwirkung des Elements
auf sich selbst enthalten mufl (man vgl. EsueLpy 32
unter dem Stichwort ,,Bildkraft“). Man erhilt so
mit Hilfe des Stoxesschen Satzes die Kraft

K= gﬁd@k = @ Eijk dl; b, Oji
— // Eijk €imn N f)l VH [27] df (20)
f

und mit der bekannten Zerlegungsformel

Eijk €imn = 6]'111 61“71 - 6]'71 61:711
S = ff Wb Vopdf— [ [ b V;00df. (21)
f f

Der Einfachheit halber setzen wir
(Vi) =Dive=0,

schliefen also den relativ wenig wichtigen Fall von
dulleren Volumenkréiften am Ort der Versetzungs-
schleife aus.

Zur Integration der Gl. (21) beniitzen wir die
Tavror-Entwicklung um den Mittelpunkt 1 =0 der
Schleife
Oj1=0j; 0 + VIII Oj1 ; Oxm + 21! VM VH Oj1 o
(22)

Ty Tyt ..

und ziehen die konstanten Teile dieser Summe vor
das Integral. Es bleibt dann

| 1
Ql; = VM Oji 0 // ; E)l VI.' Ty df+ 21! VM VN Oji 0
f
'//nj E)l Vkl‘mrn df+ (23)
i .

und mit \/; 2, = s

K=V "jl.()//nj by df+ Vi Vi oit ‘0
f
-//x,,,lt,-h,d/+... :
f

Fithren wir nun den oben besprochenen Grenziiber-
gang f— 0 durch, so wird das erste Integral mit

(24)

34 M. Peacu u. J.S.Koeurer, Phys. Rev. 80, 436 [1950].
Diese Formel gilt auch fiir asymmetrische Spannungen,
vgl. Anm. >4,
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unserem Verschiebungsdipol Q;; identisch, das zweite
nennen wir Verschiebungsquadrupol Q,,;; usw. Der
Index O ist nunmehr iiberfliissig, und es bleibt als
Gesamtkraft auf unsere Versetzungsschleife:

. S?‘= grad (6;; Qi1+ \V/ n 0t Qujt +...) .

Falls nun einerseits das Spannungsfeld o sich im
Bereich der Versetzungsschleife nur wenig dndert,
andererseits die Schleife von der Kreisform nicht
allzusehr abweicht, so dal die hoheren Pole klein
bleiben, kann man deren Beitrag zur Gesamtkraft
vernachléssigen und erhilt als Kraft auf eine punkt-
formige Gitterfehlstelle die Dipolkraft

|Q = grad(nj, Qj/) .

Differenziert wird oj;.

Gl. (26) gilt im Falle des symmetrischen Verschie-
bungsdipols nur bei Homogenitit der elastischen
Konstanten auch am Orte der Einzwingung, da an-
dernfalls die Peacu-Koenrer-Formel offenbar nicht
in der beschriebenen Weise angewendet werden
darf. (Bei antisymmetrischen Spannungen sind die
elastischen Konstanten indessen gleichgiiltig, Ziff. 1.)
Bei hinreichender elastischer Homogenitit erhalt man
aus Gl. (26) mit Hilfe von Gl. (18) fiir den sym-
metrischen Dipol

K= —grad (¢ P}).

Im Gegensatz zu Gl. (26) gilt diese Gleichung trotz
Ungiiltigkeit von Gl. (18) auch noch bei inhomo-
gener Einzwidngung. Denn die Arbeit, welche die
die Verformung €° hervorrufenden dufleren Krifte
bei einer virtuellen Verschiebung der Einzwéngung
leisten, wird durch die gleichzeitig eintretende An-
derung der Verschiebung (17) bestimmt. (Man vgl.
auch EsueLBy 32, erste Arbeit.) Demnach ist die
Kenntnis des eine Gitterfehlstelle kennzeichnenden
Kriftedipols wichtiger als diejenige des Verschie-
bungsdipols.

Aus Gl. (27) entnimmt man, dal} der Ausdruck

U= P (28)

(25)

(26)

(27)

die Energie des Kriftedipols im Deformationsfeld €®
darstellt. U ist gleich der Arbeit, die man aufwen-
den muf}, um den Kriftedipol von einer undefor-
mierten Stelle (reversibel) an eine Stelle mit den
Deformationen ¢, zu bringen. Durch eine genau
gleichlaufende Rechnung?* erhilt man, wenn man

35 D. L. Svoek, Physica 8, 711 [1941].
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die Reihenentwicklung (22) nach dem 1. Glied ab-
bricht, das auf einen Verschiebungsdipol wirkende
Drehmoment zu

Dy = ¢ (rXdR) x= — €ijx 0u Qi (29)
und im Fall des symmetrischen Dipols (zunichst)
bei elastischer Homogenitat

S S
q‘:k = € jjk Citmn Sjtpq Emn qu

(30)

mit (S;jM) o= (Cij]‘-[)_l. Die an Gl (26) und (27)
anschliefenden Bemerkungen gelten sinngemif} auch
hier.

Gl. (26) bzw. (27) regelt u. a. die Kraftwirkun-
gen zwischen punktférmigen Gitterfehlstellen, fer-
ner zusammen mit Gl. (19) die Kraftwirkungen
zwischen punktformigen Gitterfehlern und Verset-
zungen. Diese Wirkungen bestimmen weitgehend
das mechanische Verhalten unserer Werkstoffe, es
sei dieserhalb auf die unter? zitierten Arbeiten ver-
wiesen. Dies mag geniigen, um die Bedeutung der
Gl. (26) und (27) zu unterstreichen.

Fir die Anwendung von Gl. (30) nennen wir als
Beispiel das Drehmoment auf den Verschiebungs-
dipol, welcher ein Kohlenstoffatom auf einem Zwi-
schengitterplatz im Eisengitter beschreibt (Abb. 5 a).
Bei einer Dehnung des Kristalls in z-Richtung wird
dies Kohlenstoffatom gern auf einen Platz wie in
Abb. 5b iiberspringen (Sxoek-Effekt33). Man kann
dann sagen, der Dipol wurde um 90° gedreht. Da
man den Snoek-Effekt experimentell gut erfassen
kann, ist hier eine Moglichkeit zur Bestimmung von
P gegeben 332,

Wir wollen zum Schluf} dieser Ziffer noch ein
paar Worte iiber die elastische Polarisierbarkeit der
punktformigen Gitterfehler sagen. Sie tritt immer
dann auf, wenn Einzwingung (I) und urspriingliche
Materie (II) sich elastisch unterscheiden. Wir wol-
len hier nur den Fall behandeln, dal man den Be-
reichen I und II zuverldssig bestimmte elastische
Konstante zuordnen kann. In diesem Fall 1aBt sich
die Polarisierbarkeit rein elastizitdtstheoretisch be-
rechnen. Andernfalls benotigt man zu ihrer Berech-
nung wieder die Elektronentheorie. Mit unserer Ein-
schrinkung erfassen wir noch die Gitterliicke, der
man nach Seecer und Bross?®® in kubisch flachen-
zentrierten Kristallen die Elastizitaitsmoduln ~0 zu-
zuschreiben hat, ferner Paare und gréBere Ansamm-

35a Vgl. auch A. W. Cocuaror, G. Scuoeck u. H. Wiepersich,
Acta Met. 3, 533 [1955].
36 A. Seecer u. H. Bross, Z. Phys. 145, 161 [1956].
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lungen von Gitterliicken. Wie weit man bei Fremd-
atomen fiir den Bereich I definierte elastische Kon-
stanten angeben kann, ist nicht leicht zu sagen; am
ehesten scheint dies bei den als Dilatationszentren
wirkenden Atomen zu gehen, bei denen nur der
Kompressionsmodul des Einschlusses benétigt wird.
Im Falle von Zwischengitteratomen kann man ohne
elektronentheoretische Rechnungen bestenfalls grobe
Schitzungen geben. Diese Schwierigkeiten entfallen
bei Einschliissen, die aus vielen Atomen bestehen,
wie sie z. B. bei Phasenumwandlungen, Keimbildun-
gen, Ausscheidungen usw. im festen Korper auf-
treten.

Wir definieren die elastische Polarisierbarkeit
R= (R;j;;) sinngemil durch die Gleichung3

P}?d = Riju fzz, (31)
wo Pnd der induzierte Kriftedipol und €3 das De-
formationsfeld wie oben ist. Wenn uns induzierte
Quadrupole und hohere Pole nicht interessieren,
geniigt es wie im analogen elektrischen Fall, ein kon-
stantes Deformationsfeld €5 zu betrachten, wodurch
das prinzipiell zu lésende Randwertproblem stark
vereinfacht wird.

Wir untersuchen zunichst den Fall, daf} der Ein-
schlufl T bei spannungsfreiem Zustand von II eben-
falls spannungsfrei ist. Wir denken der Einfachheit
halber das Medium II unendlich ausgedehnt und die
(bei Abwesenheit der InhomogenititI) konstante

Deformation €5 = Def %" durch im Unendlichen an-
greifende Krifte hervorgerufen. Das Verschiebungs-
feld in II hat dann die Form

Io_ oI ind i
8l =a'+ PRON/; Sui+ Py Vi Vi S+ . -

ind ind
wo P ik > Lkl

(32)

usw. die induzierten Kréafte-Dipole,
-Quadrupole usw. darstellen. Das zu lésende Rand-
wertproblem lautet: Gesucht das Verschiebungsfeld
g'in I (als Losung der elastischen Differentialglei-
chungen) und 2" in II (in der Form (32)). welche
die Randbedingungen

31 —31=0, moj;li—mo;|n=0 (33)
erfiilllen. Bei Vernachldssigung der héheren Pole in
(32) kann man P; nur noch niherungsweise be-
stimmen, da die Entwicklung (32) nicht nach ortho-
gonalen Funktionen geht.

37 Wir beschrinken uns auf den Fall symmetrischer Dipole,
wobei wir den Index S bei Pind der Einfachheit halber
weglassen.
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Bei der analogen elektrischen Aufgabe ergibt sich
bekanntlich fiir ein Ellipsoid I bei elektrischer Iso-
tropie ein konstantes Feld in I. Dasselbe gilt im
elastischen Fall wenigstens fiir die Kugel. (Hier ist
das Deformationsfeld in I konstant, vgl. EsueLpy 32,
zweite Arbeit.) ‘

Ist der inhomogene Einschluf} bereits ohne An-
legen des Feldes €’ eingezwingt, so hat man zusitz-
lich noch das eben formulierte Randwertproblem
mit den folgenden Anforderungen zu lésen: Auf
der rechten Seite der ersten Gl. (33) steht statt 0

nun —b [vgl. Gl. (12)], und &, d. h. €3 wird Null
gesetzt. Den so ermittelten Dipol PS hat man zusam-
men mit P in Gl. (27) einzusetzen, um die Kraft
auf den Einschluf} zu bekommen.

5. Anwendungen 37*

Wir wollen zunichst durch qualitative Uber-
legungen zeigen, daf} bei makroskopisch hinreichend
inhomogener plastischer Verformung und bei nicht
zu hohen Temperaturen in einem Kristall auch
makroskopische Eigenspannungen auftreten miissen.
Bei gentigend tiefen Temperaturen ist die Zahl der
Gleitsysteme bekanntlich sehr beschrankt, und das
Klettern der Versetzungen sowie die Diffusion von
Gitterliicken oder Atomen fallt praktisch ganz weg.
Zum Beispiel gibt es im hexagonalen Kristall nur
eine Schar von Gleitebenen, die in dem Kristallstab
der Abb. 6 a unter 45° zur Stabachse liegen moge.

Wenn wir diesen Stab nun auf Biegung beanspru-
chen, herrscht bekanntlich kurz vor Eintreten des
plastischen FlieBens eine linear iiber den Quer-

NN
i

Abb. 6. a) Hexagonaler Kristallstab. Die Spuren seiner Gleit-
ebenen in der Papierebene sind mitgezeichnet.
b) Kriimmung der Gleitebenen nach Versetzungswanderung
infolge Biegung.

37a Wegen weiterer Anwendungen vgl. auch A. Seecer, Col-
loquium on Deformation and Flow of Solids, Madrid 1955.
Berlin-Gittingen-Heidelberg, Springer 1956.
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schnitt verdnderliche einachsige Zug- bzw. Druck-
spannung. Die nur in der Gleitebene mogliche (kon-
servative) Erzeugung der zum Gleiten notwendigen
Versetzungslinien wird bei Verstiarkung der Biege-
momente zuerst an der Ober- und Unterseite des
Stabes beginnen und dann ins Innere vordringen.
Nehmen wir etwas vereinfachend an, daB nur reine
Stufenversetzungen, die senkrecht zur Papierebene
verlaufen (deren Burcers-Vektor also in Richtung
der Winkelhalbierenden der z- und y-Achse zeigt),
gebildet werden.

Die Versetzungen eines Vorzeichens werden nun
oberhalb der neutralen Faser schrdg nach links
oben, diejenigen mit dem anderen Vorzeichen schrig
nach rechts unten wandern. Diese sich gegenladufig
bewegenden Versetzungen werden sich grofenteils
(makroskopisch) annihilieren. Indessen kénnen sich
die nach links oben wandernden Versetzungen nur
mit von links oben kommenden Versetzungen anni-
hilieren. Diese werden aber weiter auflen erzeugt
und sind deshalb zahlreicher, so daf} nicht jede von
ihnen eine von rechts unten kommende Versetzung
zur Annihilation trifft. Demnach miissen, wenn letz-
tere alle makroskopisch annihiliert sind, oberhalb
der neutralen Faser- noch Versetzungen mit dem
Vorzeichen des von links oben nach rechts unten ge-
wanderten Typs tbrig bleiben, die makroskopisch
durch eine Dichte & zu beschreiben sind. Man macht
sich in gleicher Weise klar, dal am Ende der Ver-
formung auch unterhalb der neutralen Faser Ver-
setzungen des gleichen Vorzeichens iibrig bleiben
miissen.

Beim Nachlassen der dufleren Biegemomente fin-
det nun kein wesentliches Zuriickgleiten der gewan-
derten Versetzungen statt. Man wird daher erwarten,
dal nach dem Verschwinden der &uBeren (verfor-
menden) Spannungen immer noch makroskopische
Spannungen gemessen werden, die nun den Verset-
zungen o zuzuschreiben sind. Damit solche Spannun-
gen auftreten, ist nach Ziff. 1 nur nétig, daB8 der
symmetrische Inkompatibilitdtstensor

NS=Sym(aX\/) oder #3=Sym(€;u Via;)
nicht verschwindet. In unserem Fall sind nur die
Komponenten a,, und a,, von Null verschieden (und
zwar gleich grof}). Nehmen wir noch an, daf o,
und a,, nur von y abhidngen, was sicher mit guter

Niherung erfiillt ist, so bleibt schlieBlich

2
S
Nee = éy A2z
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iibrig. Das heillt, wenn nur & iiber die y-Richtung
nicht konstant ist, erhdlt man makroskopisch meB-
bare Eigenspannungen. Insbesondere miissen diese
schon vorhanden sein, wenn nur ein Teil des Stabes
plastisch verformt ist; in diesem Fall ist & im Innern
des Stabes Null.

Gleichzeitig mit den Eigenspannungen treten
makroskopische Krimmungen der Netzebenen auf.
Erwarmt man nun den Stab, so erhalten die Ver-
setzungen plotzlich mehr Bewegungsfreiheit und es
konnen sich die schon makroskopisch annihilierten
Versetzungen auch weitgehend mikroskopisch an-
nihilieren. Die iiberschiissigen Versetzungen eines
Vorzeichens konnen sich ebenfalls energetisch giin-
stiger anordnen, ein Vorgang, welcher als Polygoni-
sation bekannt ist. Hierbei bleiben die makroskopi-
schen Netzebenenkriimmungen groflenteils erhalten
(Abb. 6b), die mikroskopischen (welche elastische
Verbiegungen darstellen) verschwinden weitgehend.
Die makroskopischen Netzebenenkriimmungen wer-
den von den betreffenden Versetzungen (makrosko-
pisch) spannungsfrei aufrechterhalten, das zu diesen
Versetzungen gehorige 05 ist Null (vgl. Ziff. 1).

In manchen Fillen ist es denkbar, dafl durch
solche Erholungsvorginge die Eigenspannungen
weitgehend abgebaut sind, so dafl nur noch hie und
da z. B. komprimierte Gebiete bestehen, die gegen
ihre Umgebung durch eine flichenhafte Versetzungs-
anordnung P nach Gl. (12) abgegrenzt sind, wo b
senkrecht zur Flache steht. Fiir eine kugelférmige
Einzwingung vom Radius ry ergibt sich nach Gl
(12) B leicht proportional zu 1/ry. Ordnet man
andererseits eine feste Zahl von Versetzungen lings
einer kugelformigen Fldache vom Radius r an, so ist
die Versetzungsdichte natiirlich proportional 1/r?
und der zugehoérige Verschiebungssprung variiert
wie 1/r. Nun ist die in dem EinschluB gespeicherte
elastische Energie gleich K AV?/V, wenn K der
Kompressionsmodul und ¥V bzw. 4V das Volumen
bzw. dessen Anderung darstellen. Diese Energie ist
demnach proportional r|b[?>. L&Bt man also die
Versetzungsschar radial nach aulen wandern (klet-
tern), so nimmt zwar das komprimierte Gebiet zu,
seine Energie aber ab wie 1/r. Letzteres gilt auch
fir das Gebiet auBlerhalb der Kugel, fir das die
gleiche Energieformel mit einem abgeédnderten Mo-
dul K’ gilt3. Es wirkt demnach eine radial nach
aullen gerichtete Kraft auf die Versetzungen, der

38 E. Kroxer, Acta Met. 2, 302 [1954].
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diese bei weiterer Temperaturerhohung schlieflich

nachgeben werden.

In Wirklichkeit ist alles wohl etwas komplizierter,
denn Versetzungsanordnungen der eben beschriebe-
nen Art werden selten auftreten, da die wirklichen
Versetzungen in Kristallen nur ganz bestimmte,
diskrete Burcers-Vektoren haben konnen. Diese
Schwierigkeit wird jedoch weitgehend behoben, wenn
man annimmt, daf} zugleich die Struktur des kom-
primierten Gebietes stark gegen diejenige der Um-
gebung verdreht ist, so dafl noch zusitzlich eine
Korngrenze vorhanden ist. Es liegt dann nahe, den
eben beschriebenen Vorgang mit der Rekristallisa-
tion in Verbindung zu bringen 3.

Zum Schluf} wollen wir uns noch kurz mit den-
jenigen Eigenspannungen beschaftigen, die bei Pha-
senumwandlungen, Ausscheidungen usw. in Kristal-
len auftreten. Diese Vorgéinge laufen ab, wenn sich
dabei die freie Energie des Systems erniedrigen
kann. AuBler der Entropie sind hierbei vor allem
die chemische Energie und die Energie der Span-
nungsfelder mafigebend. Wahrend die chemischen
Krifte in Metallen sehr kurzreichend sind, konnen
die inneren Spannungsfelder sehr weitreichend und
entsprechend ihre Energie sehr grol sein. Indessen
ist auch hier die Moglichkeit gegeben, die weitrei-
chenden Anteile der Spannungsfelder (meist schon
im Zustande ihres Entstehens) weitgehend abzu-
bauen. Jeder solche Vorgang ist letzten Endes nichts
anderes als eine in bestimmter Weise ablaufende
ninnere“ plastische und elastische Verformung, wel-
che zugleich eine Eigenspannungserzeugung dar-
stellt. Betrachten wir z. B. eine neu gebildete, mehr
Raum beanspruchende kreiszylinderformige Phase I
innerhalb einer Matrix II. I moge etwa schwach
tetragonal, II kubisch sein, und die Gitterkonstanten
seien nur wenig verschieden. Dann ist es denkbar,
daB keine Netzebene von I an der Grenzflidche auf-
hort, sondern alle nach II hinein weiter verlaufen.
Es ist anschaulich klar, dal man in diesem Fall bei
zunehmender Grofle von 1 auBlerordentlich starke
Eigenspannungen bekommen kann. Als Mal} der Ein-
zwingung kann man etwa wieder den Verschiebungs-
sprung b nehmen. Gl. (12) gibt dann die zugehorige
Versetzungsdichte B in der Grenzfliche.

39 Die letzten beiden Absitze verdanke ich einem Hinweis
von Herrn Prof. U.DenLinger. Man vgl. hierzu und zu
dem folgenden U.Denringer, in Handbuch der Physik
VII/2, Berlin-Gottingen-Heidelberg, Springer, im Druck.

10 E, Kroner, Z. Phys. 141, 386 [1955] und Z. angew. Phys.
7, 249 [1955], Anhang. .

VERSETZUNG ALS ELEMENTARE EIGENSPANNUNGSQUELLE

Man beachte, daBl sich diese Versetzungen von
denen der oben behandelten eingezwingten Kugel
wesentlich unterscheiden. Im letzteren Fall horten ja
Netzebenen an der Grenzfliche auf und die Ver-
setzungen bildeten die Randlinien der aufhérenden
Netzebenen. Der Betrag ihres Burcers-Vektors muBite
demnach gleich einem Netzebenenabstand sein. Wir
nennen solch eine Versetzung auch ,,BurcEers-Ver-
setzung®.

Im vorliegenden Falle dagegen horen keine Netz-
ebenen auf, sondern sie werden an der Phasengrenze
nur gewissermaflen diinner. Entsprechend wird der
Betrag des Burcers-Vektors der einzelnen Verset-
zungen gleich der Differenz der Netzebenenabstinde
in I und II. Ist z. B. in I nur die Gitterkonstante
in Richtung der tetragonalen Achse (d') von der
Gitterkonstanten (d'') in II verschieden, so erhilt
man als Versetzungsanordnung in der Phasengrenze
lauter dicht liegende ringformige parallele Verset-
zungen. Die elastische Energie dieser Anordnung
1aBt sich relativ gut rechnen, wenn man die vom
Verf. mit Hilfe des Tensors der Spannungsfunktio-
nen aufgestellten Formeln fiir die ,,Gegen- und Selbst-
induktivitdt“ von Versetzungslinien beniitzt 4°.

Bei bemerkenswertem Unterschied der Gitterkon-
stanten in I und II kann man sich nicht vorstellen,
dafl die Phase I in dieser Weise stark anwachsen
kann, da dann die elastische Energie viel zu grof}
wird. Es wire jedoch denkbar, daf sich ab und zu
spontan eine Burcers-Versetzung bildet, d. h. es fin-
det plétzlich eine Umordnung der Atome in der
Phasengrenze statt, so da} ab und zu eine Netzebene
von II an der Grenzfliche aufhort. Man sieht leicht,
dafl auf diese Weise die makroskopischen Span-
nungsfelder auch bei ausgedehnter Phase I praktisch
vollkommen annihiliert werden konnen. Dazu ist
nur notig, dafl die (makroskopische) Dichte der
neugebildeten BurcErs-Versetzungen (| b|=d")
gleich — B wird. Das heilit, der Abstand dieser Ver-
setzungen muf} gleich d"2/(d' — d") sein. Mikrosko-
pisch bleiben natiirlich weiterhin Eigenspannungen
ibrig, welche einen wesentlichen Teil der Energie
der Phasengrenze liefern 402,

Man kann sich auf diese Weise leicht klarmachen,
daB ein EinschluB in Form eines langen Zylinders
40a Tn analoger Weise 1dBt sich fast miihelos die Verteilung

aB von Burcers-Versetzungen angeben, die z. B. das Span-

nungsfeld einer eingeprigten magnetostriktiven Deforma-
tion €P kompensiert. Es ist aB= —a=—Rot €P . Dies als
einziges Beispiel fiir den Nutzen der Versetzungsauffas-

sung bei Magnetostriktion. Fiir Temperaturspannungen
gilt dasselbe.
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(Nadel) u. U. weniger elastische Energie verbraucht,
als wenn sich das in ihm enthaltene Material in
Form vieler diinner Schichten ansammeln wiirde.
Das heilt praktisch, dal der Satz von Naarro %!,
wonach vom elastischen Standpunkt aus bei vélliger
Kohirenz der Netzebenen in der Grenzflaiche Aus-
scheidungen, Keimbildungen usw. in festen Kérpern
Scheibenform haben sollten, bei groBen Ausschei-
dungen usw. nicht mehr zustindig ist.
berechnungen von Franz und Kroner 42
der Guinier-PrestoN-Zonen in Al — Cu-Legierungen

Energie-
am Beispiel

41 F. R. N. NaBarro, Proc. Roy. Soc, Lond. A 175,519 [1940].
42 H. Franz u. E. Kroner, Z. Metallkde. 46, 639 [1955].

haben dies bestatigt und geben ein Beispiel fiir den
Nutzen der Versetzungsauffassung auch im Falle der
Eigenspannungen bei Ausscheidungen, Keimbildun-
gen usw. in festen Korpern. Es ist kaum notig, zu
sagen, daf} sich dhnliche Betrachtungen bei beliebiger
Form der Phase I anstellen lassen.

Den Herren Prof. Dr. U. Denvinger und Doz. Dr. A.
Seecer danke ich herzlich fiir die Anregung zur Beschif-
tigung mit diesem interessanten Gebiet, fiir zahlreiche
fruchtbare Diskussionen und aufbauende Kritik. Herrn
Prof. E. Fues gilt mein Dank fiir kritische Durchsicht
des Manuskripts. Ziffer 2 ist das Ergebnis lingerer Zu- .
sammenarbeit des Verfassers mit Herrn Dipl.-Phys. G.
Rieper. Auch der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft sei fir ihre Unterstiitzung gedankt.

Theorie der Kristallplastizitit®
IV. Verfestigung und Gleitmechanismus dichtest gepackter Metalle und Legierungen

Von ALFRED SEEGER

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart, und dem Institut fiir theoretische und
angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 11 a, 985—998 [1956] ; eingegangen am 18. August 1956)

Nach einer allgemeinen Erorterung des systematischen Aufbaus der Theorie der Kristallverfesti-
gung werden die fiir das plastische Verhalten der hexagonalen Metalle Zink, Cadmium und Magne-
sium charakteristischen Prozesse besprochen. Es wird gezeigt, dal bei diesen Metallen in der Um-
gebung der Raumtemperatur ,dynamische Erholung® stattfindet, deren Grundprozel mit dem-
jenigen der ,statischen Erholung® iibereinstimmt und wohl das zuerst von Morr betrachtete Klettern
von Versetzungen ist. Die entsprechenden Verhiltnise bei kubisch-flichenzentrierten Metallen wer-
den an anderer Stelle ** ausfiihrlich behandelt. In der vorliegenden Arbeit werden in Anlehnung an
die reinen Metalle die homogenen kubisch-flichenzentrierten Legierungen besprochen. Die Unter-
driickung der Gleitbandbildung bei manchen Legierungen sowie die latente Verfestigung und das

,,UberschieBen® von Metallen und Legierungen werden im einzelnen diskutiert.

1. Einleitung und allgemeiner Uberblidk

Folgender systematischer Aufbau bietet sich fir
eine deduktive Theorie der plastischen Verformung
von Kristallen in natiirlicher Weise an:

a) Theorie der Grundstruktur des unverformten
Kristalls, d. h. Ableitung der Zahl und der Anord-
nung der Versetzungen aus den Vorgéngen beim
Kristallwachstum;

b) Berechnung der FlieBspannung bei gegebener
Versetzungsanordnung.

c) Ermittlung der Verédnderungen, welche die
Versetzungsanordnung infolge der Abgleitung a des
Kristalls erleidet.

* Friihere Arbeiten dieser Serie: A. Seecer, Z. Naturforschg.
9a, 758, 856, 870 [1954] (im folgenden als I, IT bzw. III
zitiert). Die Veroffentlichung der vorliegenden Arbeit
wurde infolge anderweitiger Inanspruchnahme des Autors
verzogert; ihre Grundgedanken wurden auf der 3. Dis-

Wendet man b) auf einen vorverformten Kristall
mit bekannter Versetzungsordnung an, so erhalt man
die FlieBspannung 7 des betreffenden Kristalls, wah-
rend sich bei der Anwendung auf die Grundstruktur
die kritische Schubspannung 7, (= FlieBspannung
des unverformten Kristalls) ergibt. Um daraus die
Fliespannung als Funktion der Abgleitung, also die
sog. Verfestigungskurve 7=17(a), zu erhalten, muf}
man das Problem c) 16sen und somit berechnen kon-
nen, wie sich die Versetzungsanordnung mit der
Abgleitung dndert. Dabei wiirde im Prinzip zunichst
eine Kenntnis der infinitesimalen Anderung, also
des Verfestigungsanstiegs (auch Verfestigungskoef-
fizient genannt) ¥ = d7/da geniigen, da man ja dar-

kussionstagung iiber Metallplastizitdat, Stuttgart 1954,
und auf der Hauptversammlung der Deutschen Gesell-
schaft fiir Metallkunde, Klagenfurt 1955, vorgetragen.

** A, SEEGER, J. Dienr, S. Maper u. H. Resstock, Phil. Mag.,
im Druck.



